FOURIER-ovi redovi - matematicki
dio

Slozeno periodi¢na funkcija f(t) = f(t + T) moze se predstaviti Fourier-ovim redom, koji

predstavlja sumu prostoperiodi¢nih funkcija u obliku:

o0

f(t) = % + Z (ay, cos nwot + by, sin nwot) (15.702)

n=1

gdje je wg = 2w /T osnovna ili fundamentalna ucestanost. Oblik dat relacijom (15.702) naziva
se trigonometrijski oblik Fourier-ovog reda. Pojedini ¢lanovi Fourier-ovog reda nazivaju se
harmonicima. Clan u¢estanosti wg naziva se osnovnim harmonikom, a ¢lan uc¢estanosti nwg n
- tim harmonikom. Clan % naziva se nultim harmonikom. ag, a, i b, - nazivaju se koeficijenti
Fourier-ovog reda i oni se izracunavaju po formulama:

2
G — T/f(t)dt
to
to+T
2
a, = ?/f(t)cosnwotdt n=0,1,2 ..
to
to+T
2 .
b, = T/f(t)smnwotdt n=12..

to

Da bi se neka slozenoperiodi¢na funkcija razvila u Fourier-ov red ona treba da ispuni Dirchlet-

ove uslove:
1. Da ima prekide prve vrste i to konacan broj.

2. Da ima konacan broj minimuma i maksimuma.
t
3. Daje [|f(t)]dt <0
0
U tatkama prekida red konvergira vrijednosti 3[f (%) + f(t7)].
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Primjer 1: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) =t; —7 <t < m; f(t+ 2m) = f(¢t) §to
znadi da je T = 27 (slika 15.323).

A f@)

s

37Ti/ —Tr s 3 ;
a4
Slika 15.323:
Koeficijenti su:
1
apg = —/tdt =0
T
Za n=1,2 3, ... imamo da je:
1 1 . 7
an = — [ tcosntdt = —— (cosnt +ntsinnt)| =0
T n2m .
1
1] 1 9 o(— 1)+
bn:—/tsinntdt: T(Sinnt—ntcosnt) _ _Leoshm (=1)
T n2m . n n

—T

Prema tome, funkcija f(t) zapisana preko Fourier-ovog reda je:

sint sin2t sin3t
=2 — - ...

Primjer 2: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(¢) koja je jednaka (slika 15.324.):

A f(t)

Sl 4

9 12

Slika 15.324:
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0 —2<t< -1
flt) = 6 —-1<it<l1
0 1<t<?2

ft+4)=f(t) =T =4; wy =24 = Z. Koeficijenti su:

1 3
2 2
— [ 6dt+ - | 0dt =
Qg = 4/ + 4/
2 y 2 y 12
nmt nmnt .onm
Ay = 4:/6(‘08 Tdt+ 4/0(‘087dt %Sln—
-1 1
1 3
2 t 2 t
b, = 4/681nnldt+ 4/Osinn77rdt =0
—1 1

f(t) 54 12 mt 1 3t n 1 ot
= — | cos— — —cos— + —cos— — ...
T 2 3 2 5 2

f) =3+ 12 (=)™ cos {[(2n — 1) wt] /2}

T 2n —1

Primjer 3: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) koja je jednaka:

4 O<txl
t:
f() {—4 1<t<?2

f)=ft+2); T=2

Koeficijenti su jednaki:

a,=0; n=0,1,2, ...

1

4 8 b, = 0; -
b, — —/4sinn7rtdt =N (-1 = 1t patho
2 g nm 7 - neparno

_1600811& n—l

T 2n —1

n=1

Oblik Fourier-ovog reda zavisi od svojstva vremenske funkcije f(t) :

1. Ako je funkcija f(t) parna tj. f(—t) = f(t) Fourier-ov red ¢e sadrzati konstantni ¢lan i
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kosinusne ¢lanove:

r

4
a, = —/f(t)cosnwotdt n=20,12, ..

T
0
by = 0 n=1,23, ..
2. Ako je funkcija f(t) neparna tj. f(—t) = —f(t) Fourier-ov red ¢e sadrzati samo sinusne
¢lanove:
a, = 0 n=1273, ..

T
B
4
b, = T/f(t)sinnwotdt n=0,1,2 ..
0

3. Ako je negativni talas vremenske funkcije ogledalska slika pozitivnog talasa tj. ako je:
ft+T/2) = —f(t) onda je:

a, = 0 Za m - parno
T
4
@ = % f(t) cosnwotdt za n - neparno
0
b, = 0 za n - parno

T
B
4
b, = T/f(t) sin nwotdt  za n - neparno
0

tj. Fourier-ov red ¢e sadrzavati samo neparne ¢lanove.

4. Ako funkcija f(t) ispunjava uslov iz treteg slucaja i uz to je simetri¢na u odnosu na
koordinatni pocetak, tj. neparna, njen Fourier-ov red ima¢e samo neparne sinusne har-

monike:

T
T

bons1 = %/f(t) sin (2n + 1) wetdt  n=1,2,3, ...
0

Primjer 4: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t):

f#) =1 4cos2t - <t<Z
0 I<t<3

ft+m) = f()
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8 nmw
;; =2, a9=———7cos—, n=234,..

G = (1 —n?) 27

b, = 0, n=1,2,3,..

Primjer 5: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t):

f(t) = |4sin 2t

Odgovor:

161 = 1
f(t) = — (§+Zl—4n2 cos4nt>

n=1

Primjer 6: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) prikazanu na slici 15.325.

1)

[\~
N —

Slika 15.325:

Odgovor:
x 1)n+1

flt) = %Z(Qn——l cos(2n — 1)mt

Drugi oblici trigonometrijskog Fourier-ovog reda su:

f(t) = % + iA” cos (nwot + 6.,) (15.703)

n=1

Koristeéi sledeéi identitet:
a, cos nwot + by, sin nwot = A,, cos (nwot + 6,,)

dobijamo izraze za A, i 6, koji su jednaki:
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A= VETE

0, = arctan —
an
iz kojih slijedi:
a, = A,cosb,
b, = —A,sinb,
ili: -
ri =2+ ;An sin (nuwot + 6, (15.704)
gdje je:
’ T
0, =0,+—
n + 5

Kompleksni oblik Fourier-ovog reda

Polazeci od relacija:

cosnwot = (emwot + e‘””wot)

N | =

sin nwgt = (eynwot — eﬁnwot)

&=

i oblika (15.702) Fourier-ovog reda dobijamo:

_ Q@ . an = Jbn \ jnwot an +Jbn\  inet
o= G| () o (25

Uvodet¢i novi koeficijent ¢, koji je jednak:

Gy, — Jbn

Cy 5
Zamjenjujuéi izraze za izratunavanje konstanti a, i b, ako je to = —1'/2 dobijamo:
T

T
1
Cp = ?/f(t) (cos nwot — j sin nwot) dt

Sl
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ili koristeé¢i Euler-ovu formulu:

T
T
1 :
6= / F(t)emtdy (15.705)

‘r

2
T
b, 1

= % — ?/f(t) (cos nwot + j sin nwot) dt

T
2
Evidentno je ¢ ,, (ako n zamijenimo sa —n) da je:

= — = C

N 2 =N

Sada mozemo napisati:

fE)=cot+ Y c, @™+ c et (15.706)
n=1 n=1

Posto je ¢y = ¢,|,_, relaciju (15.706) mozemo zapisati u slede¢em obliku:

f(t) _ Zgnejmuot + Z Cne]muot
n=0 n=-—1
Pa konacno dobijamo:
) =) g™t (15.707)

Relacija (15.707) predstavlja kompleksni oblik Fourier-ovog reda dok se koeficijent ¢,, izracu-

nava koristec¢i relaciju (15.705).

Primjer 7: Naci kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(¢) :

ft) =

4 O<txl
—4 1<t<?2

ako je f(t +2) = f(t). Odavde slijedi da je: T'=2 1wy = 27/T = 7 pa je:.

1 0 1

1 . 1 . 1 , 4
6= / F(t)esmtit = / ()"t 4 ¢ / gt — 21— (—1))

gn
—1 —1 0
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Takode, imamo da je:
1

1 0
1 1 1
-1 -1

0

0

Posto je ¢, = 0 za parno n i ¢, = 8/jnm za neparno n kompleksni oblik Fourier-ovog reda
funkcije f(t) ima slede¢i oblik:

8 «— 1
t) = j(2n—1)mt
f(®) jmrnz 2n — 1e

=—00

Primjer 8: Naci kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(¢) :

1 —-1<t<l1
f(t) =
0 1<t<?2

ako je f(t+4) = f(t) :

Odgovor:
n£0
Funkcija
Sa(z) = smx, r#0
x
Sa(0) = 1

naziva se funkcija odabiranja (sampling funkcija). Funkcija:

sincr = 1L — Sa(mz)
e

naziva se sinc funkcija. Pogto je:

co = lin% C,

n—

rezultat iz Primjera 8 se moze napisati u sledetem obliku:

=3 5 () 0%

Primjer 9:Naéi kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(¢) :

ako je f(t+1T1) = f(t) :
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Odgovor:

Ako je funkcija f(t) parna, koeficijenti kompleksnog oblika Fourier-ovog reda su jednaki:

3
_ 2 [ it
=5 =7 COS NWy
0
Ako je funkcija f(t) neparna, koeficijenti kompleksnog oblika Fourier-ovog reda su jednaki:

bn

%
2 / F(1) sin neotdt
cC, == — = — S1n nw
Ln 2] ]T 0
0

Ako je funkcija f(t) polu-talasno simetri¢na (half-wave simetry) tada su koeficijenti komplek-

snog oblika Fourier-ovog reda su jednaki:

=0 n - parno

3
2 —jnwot
G = 7 f(t)e /™" n - neparno
0

Frekventni spektar

Razmatramo kompleksni (eksponencijalni) oblik Fourier-ovog reda:

gdje je:

ili u polarnim koordinatama:

U funkciji od A, i 6,, imamo da je:
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A
_”4_9n
2

Takode, imamo da je:
Qo
o = ApnL0, = —
2
Na osnovu predhodnih relacija mozemo pisati da je:

2 2
}—%——VQ”M” n=1,23,..

¢l SR

lcol = Aog=—+

gdje je: |c,| — Diskretni amplitudski spektar a 0,— Diskretni fazni spektar.

Neke osobine Fourier-ovih redova

1. Linearnost

Ako su z(t) 1 y(t) dva periodi¢na signala sa periodom T tada vazi:

Ova osobina je direktna posledica relacija za Fourier-ov red u kompleksnom obliku.

2. Pomak (Time Shifting)

Dokaz:

1 A
b= / w(t — to)e Fotds (15.708)
0

Uvodeti smjenu 7 = t — ¢y u relaciju (15.708) dobijamo:

M| =
N =

T T
/x(T)e—kao(T+to)d7— — e—kaoto /x(T)e_kaOTdT — e_jkatOQk
0 0

S/

v
ay,
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10| = [ay]
3. Time reversal
y(t) = z(-1)
x(—t) = Z a,e 7ot
k=—0c0
Ako uvedemo smjenu k = —m dobijamo:
y(t) = (=)= Y a_ e
k=—o0
by =a_y
FS
z(t) = ay
FS
r(—t) = a_y

Posledice: Ako je funkcija x(t) parna tj: z(—t) = z(t) onda je a_; = a;. Ako je funkcija
x(t) neparna tj: z(—t) = —z(t) onda je a_;, = —ay.

4. Conjugation and conjugate symmetry

Ako je:
FS
x(t) = ay
tada je
FS
T (t) = a’y
Dokaz: -
x(t) = Z a, et
k=—o0
¥ (t) = Z Q’,ge’jkwot
k=—o0

Zamjenjuju¢i k — —k dobijamo:



Posledice: Ako je z(t) realan signal onda je x(t) = z*(t) pa imamo:

a_y, = ay

Relacija (15.709) izrazava conjugate symmetry:

|| = ’Q—k’

Ako je funkcija x(t) realna i parna imamo

ap=0a ;, a

5. Time scaling

488

(15.709)

Ako je x(t) perioditna funkcija sa osnovnim periodom T i u¢estanoséu wo = 27/T i z(at)

] t
sa fundamentalnim periodom 7'/« i uestanoséu w = a wy gdje je a realno i pozitivno imano

da je:
o) = Y meo

k=—o00

i koeficijenti Fourier-ovog reda se ne mijenjaju

6. Teorema konvolucije

22,0 fo(t) b

Ako imamo dvije funkcije fi(t) =

T i utestanoséu wy = 27/T tada je

o0

T
1
1 A
7 [ AR -1 = Y abere
_T n=-00
2
T
1] i
—jnwot o
7 [ honmea= Y o,
T m=—o00o
)

Dokaz:
Z a, eynwot T f2 dT _ Z a, eynwotl
T

n=—oo

filt = 7) fa(T)dr =

Tn—foo

N =
t\allﬂ\"}“lH

e @]

— E annejnwot

n=—oo

o0
> b, sa istim periodom

(15.710)

(15.711)

fo(T)e I dr =

wH — el
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FORO = 3 gt 3 gk = 353 g e

m=—00 k=—00 m=—ook=—00
00 0o
— § § Qm—kbk eymwot
m=—o0 \k=—00

7. Parseval-ova teorema
Ako su fi(t) i fo(t) dvije perioditne funkcije sa istim periodom 7" onda je:

AW @A =Y a,br, (15.712)

m=—o0

1
T

le \NH

Dokaz: Na osnovu izvedenih predhodnih osobina koeficijenti Fourier-ovog reda funkcije
fo(t) sub”,,. Ako u relaciju (15.711) umjesto funkcije fo(t) stavimo f3(¢) dobijamo:

T
1
1 * —jnwo .
7 [ nOs@e = 3 ab,
_z m=-00
2
Stavljaju¢i n = 0 dobijamo:
T
1 <
71050 =Y b,
T m=—o0
-3

Posledica ove teoreme je je teorema Releja ili Energy theorema.

7 [ nord- S o (15.713)

n=—aoo

SIS

Dokaz: Ako u teoremi Parsevala stavimo fi(t) = fa(t) = f(t) dobijamo relaciju (15.713)
Napomena: Na osnovu veza izmedu razlic¢itih formi Fourier-ovog reda teoremu Releja je

moguce napisati i na slede¢i nacin:

1 2 A2 2 N thy
Hron- (@) S5 EEE wom

n=1

ol T

Relacija (15.714) se ponegdje u literaturi naziva i Parserval-ovom jednac¢inom.



FOURIER-ova transformacija -

matematicéki dio

Direktna Fourier-ova transformacija neke vremenske funkcije se definise kao:
+oo
Fljw) = / F(t)e—itdt
To se moze napisati i oznaciti na sledec¢i nacin:

F{f(t)} = F(jw) = / f(t)etdt

ili krace:
F .
f(t) = F(jw)
Inverzna Fourier-ova transformacija se definise na slede¢i nacin:
17
ft) = %/F(jw)ejmdw

ili:

i

F6) =F H{F(w)} = o [ Flw)ede
0

Da bi funkcija f(¢) imala Fourier-ovu transformaciju ona treba da zadovolji Dirichlet-ove

uslove 1 uslov apsolutne integrabilnosti: [ t;o |f(t)|dt < oc.

Primjer 1: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) = e=*h(t) gdje je a > 0.

—+o0 “+00

F{e “n(t)} = / e "h(t)e @tdt = / e (It =
RPN 0
_ 1 p—(atiw)t] 1
—((I + JCL)) 0 a—+ JCL)

490
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jer je zbog a >0 tlime*“t (coswt — jsinwt) = 0.

Primjer 2: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije:

f(t):{A —tcp<d

0 t| > 5

a
2

er s wa s wa
. ) 24 I — el 2
Fljw) = / F(t)e tdt = / Ay =22 (—e — >:

NIIS]

= % sin % = AaS, (%)

Primjer 3: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije:

t+1 —1<t<0
fO) =< —t+1 0<t<l1
0 van tih intervala
. 2(1 —cosw w
F (1) = Fljw) = 20000 _ g2 ()

Primjer 4: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) = e~ gdje je a > 0.

2a

w? + a?

F{f(t)} = F(jw) =

Primjer 5: Odrediti inverznu Fourier-ovu transformaciju funkcije:

F(jw) =

1 -1<wx<l
0 |wl>1

_ : 1
F(t) = FH{F(jw)} = —Sa(t)
Primjer 6: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) = d(t).

—+o0

F{5(t)} = Fjw) = / S(t)e Tt = 1
Ako formiramo funkciju:
+o
1 A
- : Jwt
folt) = 5= [ F(jw)e'd

tada je:
folt) =05 f(t)
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. +o oo 1 +o0 +o
fo(t) = %/ej“t/f(T)e_jwdew = %/f(T)/ej“(t_T)dwdT

/f smo t—T)dT

w(t—1)

Gornji integral jednak je konvoluciji funkcije f(t) i FOURIER - INTEGRAL KERNAL %ft ion

tezi za 0 — oo vremenskoj funkciji f(¢). Ako f(¢) ima diskontinuitet u ¢ onda je:

P p— TS

Primjer 7: Jedini¢ni pravougaoni impuls p,(¢) ima grafik prikazan na slici 15.326.

top.(t)

1

A\ 4

Slika 15.326: Jedini¢ni pravougaoni impulas

koji je definisan sa:

pa(t):{ (1) It <0

lt| >0

Fourier-ova transformacija jedini¢nog impulsa je:

+a
Flj) = F{pa(0)} = [1ear = 252
i prikazana je na slici 15.327:
fosmo@-n) 1
sino (t— 7
_ fysmolt=7), 1 o B
fo(t) / =) dr - {Si[o(t+a)] —Silo(t —a)]}

—a

Sa slike 15.328. se vidi da u svakom opsegu postoje odstupanja koja imaju oscilatorni

karakter. Ovaj fenomen se u literaturi naziva Gibsove oscilacije.
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F(jw) | F(jw)]

3=

\\/\\/\\/ \»{/\\/\\/ .

a) b)

v

Slika 15.327: a) F'(jw)— Realni dio frekevencijskog spektra; b) |F'(jw)| — Amplitudski spektar

A

JAN 1 /\

O =
Jo (1)

@kv

Slika 15.328: Gibsove oscilacije

T

¢
Si(t) = / T
0
Funkcija Si(t) naziva se INTERRA SINUS.

Oblici Fourier-ove transformacije

Ako je u opstem slucaju vremenska funkcija kompleksna:

f() = fi(t) + i fa(t)
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tada je
F{f)} = F(jw) = R(w) + jX(w)

Iz definicionih oblika direktne i inverzne Fourier-ove transformacije dobijamo:

400

R(w) = / [f1(t) coswt + fo(t) sinwt] dt

—0o0

“+00

X(w) = / [o(t) cosot — f (1) sinwt] dt

—0o0

fi(t) = %/ [R(w) coswt — X (w) sinwt| dw

—o0

/ [R(w) sinwt + X (w) cos wt] dw

—00

1
2

fa(t)

Kada je f(t) realan signal onda je: f(t) = fi(t); f2(t) = 0 pa imamo drugi oblik Fourier-ovih

transformacija:

F(jw) = R(w) +jX(w)
R(w) = /f(t) coswtdt (15.715)

X(w) = — / F(#) sin wtdt (15.716)

Relacija (15.715) predstavlja kosinusnu transformaciju a relacija (15.716) predstavlja si-
nusnu transformaciju.
—+oo

1

ft) = fi(t) = ﬂ/ [R(w) coswt — X (w) sin wt] dw

— 00

Posto je: R(—w) = R(w); X(—w) = —X(w), onda je za realni spektar:

F(jw) = F(=jw)
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Ako je f(t) parna funkcija onda je X (w) = 0, odnosno:
+oo +oo
F(jw) = R(w) = /f(t) coswtdt = 2/f(t) cos wtdt (15.717)
—o0 0

Iz relacije (15.717) slijedi da je Fourier-ova transformacija realne parne funkcije realna. Ako

je f(—t) = —f(¢) tj. ako je realna funkcija neparna tada je R(w) = 0, odnosno:

+oo +0o0o
F(jw) =jX(w)=—j [ f(t)sinwtdt = =25 [ f(t)sinwtdt (15.718)
I /

To znaci da je Fourier-ova transformacija realne neparne funkcije ¢isto imaginarna.

Primjer 8: Funkcija f(t) = 1 je neparna funkcija. Fourier-ova transformacija je jednaka:

+oo
inwt -J >0
Ry YR
T w <0

—0o0

To se moze napisati i na slede¢i nacin:

1
F {—} = —Jsgnw
mt
Primjer 9: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije f(—t) =7

P} = [ F=tede= [ foe-'ds = F(-jo)

posto je F(—jw) = R(w) — jX(w).

Ako je f(t) realno onda vazi da je:
f(t) = R(w) +jX(w) 1 f(-t) = R(w) — jX(w).

Tada je parni dio od f(t) jednak je:

() =Ev{f®)} = f(t) +2f(—t)
dok je neparni dio funkcije f(t) jednak:
£.(t) = odd {f(1)} = L0 —2f(—t)

Na osnovu predhodnog vazi da je: f.(t) = R(w) 1 f,(t) = jX(w). Ako je f(t) kauzalna
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funkcija tj. ako je f(t) =0 za t <0 tada je:
ft)=2f(t)=2f,(t) za t>0

Ako je funkcija f(t) kauzalna realna funkcija onda je ona jednoznacno odredena preko R(w)
ili X(w):

2
:—/R coswdw———/X )sinw dw;  t >0
s
0
Primjer 10:
1 o' w
—at
h(t =
®) a+jw o+ w? T e
Primjer 11.
s 2c0
a? + w?

zato §to je e~ parni dio od funkcije 2e~*h(t).

Polazeti od drugog oblika Fourier-ove transformacije mozemo pisati:

F(jw) = R(w) + jX(w)

F(w) =mod {F(w)} = V/R?(w) + X2(w)

¢(w) = arctg %

gdje je F'(w) parna funkcija od w a ¢(w) je neparna funkcija od w. Na osnovu gornjih relacija

dolazimo do tre¢eg oblika direktne Fourier-ove transformacije:
F(jw) = F(w)el*® (15.719)

Krive F(w) i ¢(w) nazivaju se zajednickim imenom spektar uc¢estanosti vremenske funkcije
f(t): F(w)— amplitudski spektar; ¢(w)— fazni spektar. Po tome se primjena Fourier-ove trans-

formacije u elektrotehnici ¢esto naziva spektralnom analizom.

R(w) = F(w) cos 6(w) (15.720)

X(w) = F(w)sin ¢p(w) (15.721)

Ako relacije (15.720) i (15.721) uvrstimo u drugi oblik inverzne Fourier-ove transformacije
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dobijamo:
1 1/ ,
flt) = 2—/ [R(w) coswt — X (w) sinwt] dw = —/ ) coswt — X (w) sinwt] dw
T T
Zoo 0
1] , 1
= —/F [cos ¢(w) cos wt — sin ¢(w) sin wt] dw = —/F cos [p(w) + wt| dw (15.722)
m m
0 0

Relacija (15.722) predstavlja tre¢i oblik inverzne Fourier-ove transformacije.

Osobine (svojstva) Fourier-ove transformacije

1. Linearnost

Ako je x(t) = - X (jw) 1y(t) = = ‘Y (jw) tada je:
ax(t) + by(t) = aX (jw) + bY (jw)

Ova osobina direktno slijedi iz definicije Fourier-ove transformacije.

2. Pomak u vremenskom domenu (TIME SHIFTING )

F
Ako je z(t) = X (jw) tada je:

Fo
x(t —tg) = e 7" X (jw)

Dokaz:

1 |
z(t) = %/X(jw)ejmdw
Ako t zamijenimo sa t — ty imamo:
z(t —tg) = /X jw)ed o)y, = —/ e 70 X (jw)] &' dw

Sto znaci da je:
F{z(t —to)} = e 7" X (jw)

3. Conjugation and conugate symmetry



2 () = X*(—jw)

Dokaz: .
X (juw) = / w(t)] et | — / 2 (D)t
Zamjenjuju¢i w sa —w 1mamo:
X*(—jw) = /m*(t)ej”tdt

Posledica: Ako je x(t) - realan signal (z*(t) = x(¢)) imamo:
X(—jw) = X*(jw)

Ova osobina se naziva conjugate symetry:

e @]

X" (—jw) = /x*(t)ejmdt = X(jw)

—00

Zamjenjujuéi w sa —w imamo u prethodnom izrazu dobijamo relaciju 15.723.

4. Diferenciranje u vremenskom domenu

F
Ako je z(t) = X(jw) tada je:
dx(t) ¥, ,
= jwX
0 2 jux(ie)

Dokaz:

1 |
z(t) = %/X(jw)ewtdw

Diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu dobijamo:

de(ty 1 [
_ X Jwt
o %/Dw (Jw)l e dw
pa slijedi:

dz(t) ¥

Z(t).z'ijow)
Uopstenije:

d'xz(t) ¥

498

(15.723)

(15.724)
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5. Time and Frequency scaling

Ako je x(t) i X (jw) tada je:

al a
Dokaz: -
F {2(at)} = / w(at)e T dt

Uvodeci smjenu: at =7, dt = %T dobijamo:

1 I(T)eij(%)TdT; a>0
F{uz(at)} = oo o
-1 x(T)e*J(E)TdT; a<0
Posledica: Ako je a = —1 imamo da je:
F .
z(=t) = X(—jw)

6. Frequency shifting

F
Ako je z(t) = X (jw) tada je:

Jwto E Lo
e’ u(t) = X (jw — jwo)

Dokaz:
F{er(t)} = / 70 (t)e Il dt = / w(t)e 7@t = X (jw — jwo)

7. Modulacija

Ako je z(t) = X (jw) i ako su date funkcije: ¢1(t) = (coswot) z(t) 1 g2(t) = (sinwot) x(t)
tada je:

=

|Hw|>—‘

g1(t) = (coswot)z(t) = = [X (jw — jwo) + X (Jw + jwo)] (15.725)

Il.=

[\
<

g2(t) = (sinwot)x(t) - [ X (jw — jwo) — X (Jw + jwo)] (15.726)
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Dokaz:
Q) = (coswt)x(t) = % [0 (t) + e 0(t)] (15.727)
gﬂ)z@WWM@:%WWM—KMWH (15.728)

Izrazi dati relacijama (15.725) i (15.726) slijede kao posledica primjene osobina linearnosti

i pomaka u frekventnom domenu nad relacijama (15.727) i (15.728) .
8. Osobina simetrije (symmetry)

Ako je x(t) i X (jw) tada je:
2(jt) = 2m(—w)

Dokaz: -
1 }
z(t) = %/X(jw)ej“tdw

Zamjenom w sa y dobijamo:
x(t) = i/X(J'y)ejytdy
27
Ako sada promjenljivu ¢ zamijenimo sa promjenljivom —w dobijamo:

1 by SN
o) = 5 [ Xtne dy

ma(—w) = [ X(ig)e = dy

Odnosno:
F
z(jt) = 2nr(—w)

Primjer 12:

_ap E. 2a
€ 2 2
o+ w
F
20 = el
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Primjer 13:

Primjer 14:

24 . bt P | 27A, |w| <
' 0, |w|>

oo bl

8. Izvod u frekventnom domenu

F
Ako je z(t) = X (jw) tada je:

F mn
i (t) = d

X(jw), n=1,23,..

Dokaz: Diferencirajuéi izraz za direktnu Fourier-ovu transformaciju:

“+co

X(jw) = /m(t)e‘j“tdt
n - puta po w dobijamo:
+oo
X () = / (= i) (t)e= dt

Posmatrajué¢i prethodni izraz slijedi da je:
(=jt)"x(t) = X (jw)
9. Teorema konvolucije u vremenskom odmenu
. F . . F . .
Ako je z1(t) = Xq(jw) 1 22(t) = Xo(jw) tada je:

21(t) % 22(t) = X, (jow) Xa(jw)
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Dokaz: -
x1(t) * xo(t) = /Il(T)IQ(t —T)dT
F{z(t) *x22(t)} = /ej“t /xl(T)xg(t —T)dT| dt
Uvodeéi smjenu t = 7 + y 1 zamjenjujuci redosled integraljenja dobijamo:
[ [ agayar = [armermir [aawerrdy = i) Xalio)
Posledica: o -
1 :
/Z)’Jl(T)ZL’Q(t —T7)dT = 2—/X1(jw)X2(jw)6_J“tdw
T

10. Konvolucija u frekventnom domenu

F P
Ako je z1(t) = Xq(jw) 1 22(t) = Xo(jw) tada je:

21(8) * a(t) % X, (jw) % Xo(jew) = %/Xl(jQ)Xg(jw — i0)db

Dokaz:

o | I I
o Xl s X)) = g [ g | [ Xal0)Xale - i6)d8 | o=
I i)ty
= o Xl(]G)% e Xo(j2z)dzdl =

1 o1 |
_ L / X, (j0)edn - / Xy (j2)e dz = ay(t)aa(t)
2 21

U prethodnom izrazu uvedena je smjena w = 0 + z.
Primjer 15: Signali p,(¢) i ¢.(t) su prikazani na slici 15.329. a konvloucija signala p,(t)
je jednaka:
Pa(t) * pa(t) = 2ag2q(t)

1 t|<c
qc(t):{ c ||

0 |t|>c

dok je signal ¢.(t) jednak:
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+opa(t) A

— =1

S ==

Slika 15.329:

F _sin (aw)

(1) =2

Pa(t) "
_4sin? (aw)

QCLQQa(t) = T

Ako uvedemo smjenu: ¢ = 2a dobijamo da je:

F 4sin? (&
QC(t) = %

Na osnovu osobine simetrije imamo da je:

2sin® (£) ¥,
T a2 Qc(w)

Primjer 16: Ako je:

odrediti funkciju p(t) =7
[F(jw)| = F (jw) * F (jw)

plt) = F(t) # f*(—1) = / f(t =) f*(~r)dr = / f(t+ ) f*(a)da

Funkcija p(t) se naziva autokorelacija signala f(t).
11. Prozori (Windows)

Ako je w(t) =0 za [t| > T tada je:

Fy(jw) = / Fw(t)edt



W(jw) = /w(t)e_jmdt
Fulje) = o= [ F (G = jo) Wiin)dy

Primjer 17: .
w(t) = folt; W) = 2220

e @]

sin(T'y)
Y

Fuljw) = / F(t)w(t)etdt = / F (o — jy) W) g,

— 00

12. Teorema PARSEVALA

F P
Ako je x1(t) = Xq(Jjw) 1 z2(t) = Xo(jw) tada je:

/ ra(t)s(t)dt = 5 / X (o) X3 (o) o

Dokaz: Ako u relaciju:
oo 1 00 . . o
fi(7) fo(t — 7)dT = oy F(jw)Fy(jw)e " dw
stavimo da je t = 0 dobijamo:

[ 1in=riar = o [ Rt Bued

wi(t) = fit); x5 = fa(—1)
Xi(jw) = F(

12.1. Posledica: Teorema Releja (Energy Theorem)

504
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Ako je x1(t) = xo(t) = x(t) iz Parsevalove teoreme slijedi da je:

o 1 o .
[ e =5 [ 1xGe) e

Primjer 17:
sin(at) F
i ) = mpa(w)
[ee) . 2 a
t 1
/sm (a )dt: —/Wde =an
12 27

Primjer 18: Ako je:

tada je:
/t2 If(0))dt = 2i {[A'(w)r + A2(w) [¢’(w)}}dw
Jr1rora =5 [ 4w ¢ @

Fourier-ova transformacija nekih za elektrotehniku vaznih

vremenskih funkcija

1. Impulsna funkcija
Na osnovu odabiranja impulsne funkcije imamo da je:

e @]

F{6(t)} = /5(t)e‘jwtdt =1

— o0

2. f(t)=A

Na osnovu osobine simetrije iamo da je:

Prema tome:
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3. f(t) = sen(t)

Ranije smo izveli da je:

1 F

— = —jsgnw
Tt
pa na osnovu osobine simetrije imamo da je:

(22
sgnt = jcu

2 2
F{nt)} =F {% + %sgnt} = 1 (w) ]iw
h(t) = 78(w) + Jiw

P
Dokaz: Ako je f(t) = F(jw) tada je:

F { / f(T)dT} = PUO b)) = PO} U0} = Fl) [10(0) + | =
N F(jw)
Jw Jw

jer je:

6. fi(t) = coswot; fat) = sinwgt



1, . . 1 A 1 A
F{COSWot} =F {5 (ejwot + e]ulot)} — 5F {ejwot} + 5F {efywot}
Na osnovu teorema pomaka:
F o i F
0t —a)=e?*; & =210(w — a)

Imamo da je:

F{coswot} = md(w — wo) + 7 (w + wo)

. 1 jwo —jwo 1 jwo 1 —jwo
F{smwot}:F{2—j (e70F — e/ It)}ZQ—J,F{e‘7 t}—z—jF{e Juwot
F {sinwot} = — [6(w — wo) — 6(w + wp)]
J
7. Posledica teoreme konvolucije (koristan identitet):
0(t —a) * f(t) = f(t — a)
8. fi(t) = (coswot) h(t); fa(t) = (sinwgt) h(t)
Koristet¢i osobinu modulacije imamo:
F {(coswot) h(t)} = d(w —wp) + ! + mo(w + wo) + !
= —|7md(w— —+ —_—
0 2 O (w — wo) O i (w + wo)
s Jw
= 5 [5(w —CL)O) + (S(W +CL)0)] + w% — 2
. :
(coswot) h(t) = g [6(w — wo) + 0(w + wo)] + ngfwg
P{imwot) i)} = 5 |10 = wo) + = 7w+ o) — =
muw = —— |T0(Ww —Ww —mo(w + wg) — =
0 2] O i (w = wo) " (w4 wo)
7T w
- % [0(w —wp) — 0(w + wo)] + N
. Fom w
(sinwot) h(t) = 7= [0(w — wo) — §(w + wo)] + —

9. Fourier-ova transformacija periodi¢ne funkcije.

o07
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Ako je: z(t) = Z a,e’*0t tada je:

F{a(t)} = X(jw) = > 27a,6(w — kwo)

Dokaz: Ranije smo vidjeli da je:
F
et = 2w (w — wo)

10. Fourier-ova transformacija povorke impulsa.

N
Povorka impulsa opisana relacijom dn(t) = > 6 (t+ nT') prikazana je na slici 15.330a).
n=—N

A §N<t) A fb(t) A fN(t)

A

“ty
Sl 7
~ ¥y

T T

a) b)

Slika 15.330:

Kaljew) = F{on(t)} = 3 et = 22 (]X (+_§ WT

()= folt+nT)

Funkcije fo(t) i fn(t) su prikazane na slici 15.330b) i 15.330¢) respektivno. Fourier-ova trans-

formacija funkcije fy(t) je jednaka:

Fy(jw) = Fy(jw)Kn(jw)



3t +nT) * fo(t) = fo(t+nT)

= 2 21k 1
Z(S(t—nT ,:—WZ(M«)—L 4 = za svako k

k=—o0

Ako je funkcija fo(t) definana na sledec¢i nacin (slika 15.331):

Ao(e) = { OIS

0 |t/>Z
tada je:
* H@) O]
T )
T O T ; T T 0 T T 3T ”
2 2 2 2 2

Slika 15.331:

= Y folt +nT) =03(t) * fo(t)

n=—oo

F(jw) = wo 0(w)Fy(jw) = woFy(jw) Z d(w — nwy)

n——aoo

F(jw) = wq Z Fy(jnwe)d(w — nwo)

n=—oo

509
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jer je:

Fo(jw)d(w — nwo) = Fy(jnwe)d(w — nwo)

Veza izmedu Fourier-ove transformacije i Fourier-ovog reda

T
1 . 1 | —jnwot
a, = =Fo(jnwy) = f(t)e7mrtat

T =7
T
2
ft) = iae‘m“ot w _2r
n=—oo " ’ T
jer je inverzna transformacija:
F-1 ejnwot
wod(w — nwg) = T
Primjer 19: Data je funkcija fo(t) = q.(¢).
4sin® (%)
F(jw) = ——=2~
0(]00) cw?
A f(t)
1
_T —c 0 c T .

Slika 15.332:

2 (nwoc
Wo oo 2sin” (#5)
- F o Ve )
& = on ol(jnwo) Twocn?
The poisson sum formula
)= folt+nT) F(jw) = Y F(jw+ jnw)

gdje su T i w; a F(jw) nije Fourier-ova transformacija finkcije f(t).

e @]

F(t) == " F(jnwo)e™, wo= = (15.729)

n=—oo
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Relacija (15.729) predstavlja POISSON SUM FORMULU. Na osnovu osobine simetrije moze se

napisati:
_ 27 i . 21w
F(jw) = — T)e7/"he Ty ==—
()= 2 3 st 1 -2
ili direktno:
. 1 - —inTiw
_Zd((U‘anl):w—l_Z J
5w + nwy) * F(jw) = /(5(w oyt ) F(y)dy = F(w + nw,)
s Fj) = [Py = 2mf(nTe e
Primjer 20: Za w =017} = 1 imamo:
Loy B 20
e —
a? + w?
_ —aln|
_— = e
n;oooﬂ + (27m)2 n;w

Prelaz sa Fourier-ovog reda u kompleksnom obliku na Fourier-ovu

transformaciju

Neka je data neperiodi¢na funkcija: f(t) = fr(t); — % <t <Z; fr(t +T) = fr(t). Funkcija

fr(t) se naziva periodi¢ni razvoj funkcije f(t) i obje su prikazane na slici 15.333.

0] 0

\4

S
)}
O
Sl 4

Slika 15.333:

fr(t) = Z Qnej%rTm

n=—oo
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Cp = T?fT(x) dx

Ako T' — oo tada fr(t) — f(t). Kada T — oo tada wo =% — 0;

L — Aw, tada je:

512

> Aw 27rnac ]_ ’ :
fr(t) = Z /fT(l“)e dr| & = Z %/fT(@")eJ(mt)nAwde Aw

ft)=  lim Z g(nAw, t)Aw

T—oo(Aw—0)
n=—00

Na osnovu fundamentalne teoreme integralnog rac¢una:

gdje: fr — f T — oo imamo:

lim g(w,t) = /f e Iw@=ty

T—00

f(t)=%7 7f(w)ej“(“)dar o

Relacija (15.730) predstavlja Fourier-ov integral.

flt) = %7 7f(x)e_jwmda: 7t duw

Fjw) = / F(t)e—idt

Relacija (15.731) predstavlja Direktnu Fourier-ovu transformaciju.

(15.730)

(15.731)
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1

£ = 5 / F(juw)e™ dus (15.732)

— o0

Relacija (15.732) predstavlja Inverznu Fourier-ovu transformaciju.

Neki vazni nesvojstveni integrali - integrali sa beskonaénim grani-

cama

00 us
1. fsmwtdw — 2
w T
0 2

o0
w sin wt __ T ,—at
2. {—a2+w2 dw = Je

00
coswt _ T —at
3. fa2+w2dw = TZe
0

2c¢

o

4. f o sin wt dw = L(l_e—at)

0 w(a2+w?) 200

5. [ cos (wt) dw = 278(t)

— 00

e @]

6. f (5(&))@jwtdw = 1, 5(t) = % f eIt duw

— o0

2 jtx ] t > 0 x jtx
7 Ldac:{ I 0 ¢ dr = jrsgnnt

5 lal<1

oo .
8. {smm;osawdm — _% |a| — 1
0 l|a|>1

10. 5+ = [22dw = h(t)

11. j"oe*Stht =5 Re{/Z}>0
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fejs(t+0)2dt:\/§; c=a+jb, s=a+j8 a>0

F w2 3 3 " w2
= /Temh; Re{s} > 0. Ako je s = a imamo: e~ = /Ze~ i
Dokaz: -

= f e eIt dt

. - w2 w?
st2+jwt:3(t+7) +g
F(]LU) R fe—s tJrJ \/_@ 1s

— o0

12. [e292dy = 00 (a # 0, a— proizvoljno)
0

% T a>0
13, [tmergy =g 2 ¢
0 -5 a<0
OosinZa:B 7"
14. {de =3 ‘CL’
15. [ sina*dx = fCOSZL‘Qde'— 3
16. fwdm = ln— (a,b>0)
0
} 5 lal<1
17. {mdm =S % lal=1
0 |a|>1
. {Zéﬁ?ﬁdw — 5o g
19. fi"izé”dﬂf = ge

Odredeni integrali sa beskona¢nim granicama poimaju se u smislu “uslovne vrijednosti”
tj.
lim f Ydx = / f(z

p—0o0
q—00—p



LAPLACE-ova transformacija -

matematicki dio

Nesvojstveni integral:

F(s) = /f(t)e“dt (15.733)
0
gdje je s = 0 + jw naziva se direktna Laplace-ova transformacija, a integral:
1 o+jw
ft) = % F(s)e*ds (15.734)
o—jw

inverzna Laplace-ova transformacija.

[fB) < Me™

Re{s} = o> 0

Konstante M i o( su realne i pozitivne. Lapalce-ova transformacija se oznacava na sledeti
nadcin:
F(s) =L{f(®)}
ili
f(t):

Inverzna Laplace-ova transformacija se oznacava na slede¢i nacin:

' F(s)

ft) =L {F(s)}

t) =) Res F(s)e™ (t>0
() es F(s)e™  (¢>0)
gdje Su sa Sg - pOlOVi funkcije F(S)

515
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Primjer 1: Odrediti Laplace-ovu transformaciju funkcije f(t) = e *h(t).

[e.@]

F(s) = /e“teStdt = —

0

* 1
ef(era)t _

s+a 0_s+a

L{e “h(t)} =

lera jer je Re{s} = 0 > —a pa je integral za gornju granicu jednak nuli.

Osnovna svojstva Laplace-ove transformacije
1. Svojstvo linearnosti
Ako je L{f1(t)} = Fi(s) i L{f2(t)} = F»(s) onda je:

L {lel (t) + Cgfg(t)} = ClFl(S) + CQFQ(S)

e fit) + eafat) = el {Fa(s)} + 2L {Fa(s)}

2. Teorema pomaka

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

L{e™™f(t)} = F(s+a)
3. Teorema kasnjenja
Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:
L{f(t =)t —7)} = e T F(s)
4. Teorema skaliranja

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

S

L{f(ct)}:%F( ) >0

c

5. Diferenciranje u vremenskom domenu

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

{2} = - 10
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L{f™(®} =L { di;; f) } =s"F(s) = Y _fED()sm

k=1

6. Integracija u vremenskom domenu

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

L{]---]f(t) <dt>"} - I

7. Integracija u kompleksnom domenu

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

(L0 _ [

s

8. Diferenciranje po parametru

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

L {(,%f(t,x)} - %F(s,x)

9. Integracija po parametru

Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

x

L {7f(t,x)dx} _ /F(s,x)dx

o

10. Konvolucija

Ako je L{f(t)} = F(s) i L{g(t)} = G(s) tada je:

L{f(t) *g(t)} = F(s)G(s)

017
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Dokaz: -
F(s)= [ f(r)e *dr
/

F(s)G(s) = / £(7) [Gls)e™] dr

e @]

018

F(s)G(s) = /f(T)L {g(t = T)h(t — 7)e *"dt} dT = /f(T) |:/g(t — T)h(t — T)eStdt] dr

Kako je h(t — 7) = 0 za 7 > t dobijamo:

F(s)G(s) = 7e—st U F(r)g(t — T)dT] dt

0
iz ¢ega slijedi da je:

F(s)G(s) = L { / F(r)glt — T)dT]

11. Diferenciranje u kompleksnom domenu
Ako je L{f(t)} = F(s) tada je:

d"F(s)
ds™ '’

L{t"f(t)} = (—1)" n=0,1,23,..

12. Laplace-ova transformacija periodiéne funkcije

Ako je L{f(t)} = F(s) i f(t+T) = f(t) tada je:

jT"e’Stf(t)dt
L{f(t)} = Ol_ﬁ

Akoje f(t) = p(t), 0 <t < T, p(t) = F(t) [(t) — h(t — T)] i f(t+ T) = f(t) imamo:

L{fy = 20

e

13. Teoreme o grani¢nim vrijednostima
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Ako je funkcija f(t) neprekidna i kada u tacki t = 0 ima kona¢ni diskontinuitet onda vazi:

limf(t) = lim sF(s)

t—0 §—00

Ako egistira tlim f(t) < oo onda vazi:

lim f(t) = }gii%sF(s)

t—o00

Dokazi:

Dokaz za prvu teoremu:

= /f'(t)e“dt =sF(s)— f(07)
Ako je f(t) neprekidna u ¢t = 0 odnosno f(0%) = f(07) onda imamo:

lim f e *tdt = /f hme st dt—O— lim sF(s) — f(07)

5§—00 S—00 5§—00

lim sF'(s) = f(07) = f(07)

Ako f(t) ima kona¢ni diskontinuitet u ¢ = 0 onda mozemo pisati: f(t) = g(t) + Ah(t)
gdje za funkciju g(t) vazi g(07) = g(07) izat < 0 f(t) = g(¢t). Onda je f(07) = g(07) i
A(0") = g(01) + A, odnosno:

A=f(0")—g(0") = f(07) —g(07) = f(07) — f(07)
sF(s) =sG(s) + A

lim sF(s) = limsG(s) + A= g(0%) + A= f(0F)

S—00 5§—00

Dokaz za drugu teoremu:

limsF (s /f t)dt = lim f(t) — f(07)

s—0 t—o0

iz ¢ega slijedi da je:
lim f(t) = limosF(s)

t—o0

Na slede¢im primjerima ¢emo ispitati da li vaze ili ne teoreme o grani¢nim vrijednostima.
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Primjer 2:
4(s+1)
Fs) = —21 20
(5) s24+2s+5
F(01) = Tim sF(s) = lim 28D
T sDoo _s—>0082—|—28—|—1_
f@#) =L {F(s)} = 4e " cos 2t
f07) =4

Primjer 3:

F(£) = 6(t) + e

4 s+
F(s)=1 =
() =1+ 7 =13
)
lim sF(s) = imM =00
s§—00 §—00 8+4
f(07) =4

Teorema ne vazi jer funkcija f(¢) utacki ¢ = 0 nema kona¢ni diskontinuitet ve¢ beskonaéni.

Primjer 4:

95 + 2
F ==
(s) s(s+1)
lirnOsF(s) =2

F(t) = 2h(t) + 3¢~

tlim ft)=2
Teorema vazi.
Primjer 5:
1
F(s) =
(5) = =3
lir%sF( )=0
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lim f (%)

t—o0

o

Teorema ne vazi.

14. Konvolucija u kompleksnom domenu

L{f(1)g(t)} = — F(s) * G(s)

2my
o+jw o+jw
F(s) # G(s) = / F(2)G(s — 2)dz = / F(s — 2)G(2)d=
Dokaz: Po definiciji je:
o+jw o+jw
f090) = |5 [ Feeta| gt) =5 [ Plo) gty ds
2my ) Uy ~——
o= oSje LHG(s—2)}
) ot+jw 1 o+
f)g(t) = G / F(z) [LTY{G(s — 2)}] dz =L~ G / F(2)G(s — 2)dz

90 =17 {5 F ()£ Gl |

15. Inverzna Laplace-ova transformacija racionalnih funkcija

HEVISAJDOV RAZVOJ: Ako je data funkcija F'(s) oblika:

A(s)  ams™ + Ame18™ L+ -+ ars +ag
" B(s)  bps"+ b, 15" 4+ bis + by

i ako je m < n, a s, su prosti korjeni polinoma B(s) = 0 onda je funkcija f(t) :

F(1) = L {F(s)} = Zgizgeskt

zat > 0. Ako B(s) = 0 ima korjen s = 0 tj. B(s) = sBi(s) onda je funkcija f(¢) jednaka:

FO) = L7 {F(s)} = ;1((00)) N Zgigeskt
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zat > 0. Ako B(s) = 0 ima vigestruke korjene tj: B(s) = b,(s—51)" (s —52)%2 - (s —5)"
gdje je ky + ko + - - - k; = n tada je:

f(t) =L! {F(S)} = Z (k?l i 1)!5}1—{2587;_1 [(3 — Si)kiF(S)est]

i=1

16. Rezidijum
t) = g ResF(s)e  t>0
f(¢) L8 (s)e

Ako se funkcija F(s) moze zapisati u obliku pravog razlomka tj:

Fi(s)
F(s) =
( ) FQ(S)
1 ako je pol s; reda m imamo:
Fl(s) st 1 dmil Fl(s) m st
Rsstz(s)e ~(m—1)! [ds™ 1 Fy(s) (5 = se)"e s

FI(S) st __ _sit = t(miz)A(Zil)(Sk)
Res )¢ ¢ Z;(m—i)!(i—l)!

i=

Posledica: Ako funkcija F'(s) u imeniocu ima faktor (s + a)™ onda je:

An An—l Al
F(s) = ... F
(5) (s—koz)”jL(s—koz)”_ljL +s+a+ 1(s)
1 aF n
Ay, = (= W)lds" (s +a)"F(s)],__,

Ako funkcija F(s) sadrzi kompleksne korjene oni se uvijek javljaju u kompleksnim parovima

s=axjp: p 5

F(S):s—a—jﬁ+s—a+jﬂ

A= (s —a—jB)F(5)|—ars

B = (s —a+jb)F(s)

s=a—j3

B=A"

ft) = Ae e tiPt | p*pla—gB)t
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A=|A| e

f(t) =2Re {Ae@9"} = 2Re {|A| e 0] = 2| A| e cos(Bt + 0)

Drugi na¢in nalazenja invrerzne Laplace-ove transformacije (originala) pri postojanju visestrukih
polova s koji ne zahtijeva diferenciranje, sastoji se u razvoju racionalno-razlomljene funkcije
na djelimi¢ne (parcijalne) proste razlomke po poznatim metodama. Za prelaz od prostih

razlomaka ka originalu koriste se relacije:

1 i 1 ti—leskt

(s —sg)t " (i—1)!

Za razvoj %8 na djelimic¢ne razlomke pri postojanju m— to strukog pola s, moze se koristiti
formula:
Fi(s) _ i K;
Fy(s) (s — i)
K. 1 A= (g )
b (m=1)!

sto dovodi do ranije naveden formule.

Primjer 6: Primjenom inverzne Laplace-ove transformacije odrediti funkciju f(¢) ako je

F(s) jednako:

Znamo da je:
L ”——1L '——n!' =1,2,3
{t }_s” {n.}—SnH, n=123,..

Razvojem funkcije F'(s) na parcijalne razlomke dobijamo:

ili putem “LONG DIVISION” za realne polove viseg reda:

6 1 6 st 6 6 6 6 6
F(s)=— = —[1— 2_ g3 - — — — 4 _ -
(5) 84{8+1:| 84[ St S+S—|—1 54 33+32 S+S+1

f) =L H{F(s)} =t> -3t + 6t — 6+ 6e "
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Primjer 7:
F(s)  w* w?
G(s)  (s2+w?)?  (s+ jw)2(s — jw)?
Polovi su: s = jw 1 s = —jw. Za nalazenje inverzne Laplace-ove transformacije funkcije

koja ima visestruke polove (p > 1) koristimo:

l:p - l:p _
_ F(s)} Pt tP!
L {— =) K et N K 2!t
G(s) ZZ;_Z (p—1)! 2K (p—1)!

1 4T F(s)]
K, = lim ———— —s1)P =12 ..
ELW) ersnl (l—l)!dslil -(S 31) G(S)_ y 4y ey P
1 4T F(s)]
K) = lim ——— — §9)P =12 ..
T LT )dst 1 _(8 52) G(s) | P
1
K, = —EQ K, =—
4 74
K= K=
4 74

I oy A 1 / 1
L™t {ng; } = —%t@”’t + j—4€7m - %te’”’t — j—46’3“t = —% coswt + 3 sin wt

y F
VAZNA NAPOMENA: Ako egzistira Fourier-ova transformacija funkcije f(t) = F(jw)

onda sigurno egistira i Laplace-ova transformacija f(¢) i F(s) jer su uslovi egzitencije Fourier-
ove transformacije rigorozniji od uslova za egzitenciju Laplace-ove transformacije. Obrnuto
ne vazi. Laplace-ova transformacija je u velikoj upotrebi za analizu elektri¢nih kola. Postoje
bogato uradene tablice za parove Laplace-ovih transformacija. Mnogi autori kazu da se one

mogu koristiti i za odredivanje Fourier-ove transformacije zamjenjujuc¢i s — jw. Na primjer:

L{n(1)} =~

1
F{r(t)} =—
(h()) = =
to je pogresno jer znamo da je Fourier-ova transformacija funkcije h(t) jednaka:

F{h(t)} = 76(w) + Jiw
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Pravilno je:

F{h(t)} = F(jw) = L{ht)} oy + %Z Res {F(s)} 2mo(w — w)





